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Tema 6. Divide y Venceréas
6.1 Caracteristicas Generales

6.1 Caracteristicas Generales

Técnica “Divide y Venceras” (Divide and Conquer):
» Se divide el problema en subproblemas
- y, recursivamente, cada subproblema se divide de nuevo

* Cuando el caso es lo suficientemente sencillo se resuelve
utilizando un algoritmo directo (no recursivo)

- el algoritmo directo debe ser eficiente para problemas
sencillos

- no importa que no lo sea para problemas grandes
» Cada subproblema se resuelve de forma independiente

* Finalmente se combinan las soluciones de todos los
subproblemas para formar la solucion del problema original
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Tema 6. Divide y Venceras
6.1 Caracteristicas Generales

Pseudocodigo genérico de un algoritmo DyV

método divideYVenceras(x) retorna y

si x es suficientemente sencillo entonces
// caso directo
retorna algoritmoDirecto(x)

fsi

// caso recursivo
descompone X en subproblemas X;, X5, .., Xg
desde i := 1 hasta s hacer
// llamadas recursivas
yij -= divideYVenceras(X;)
fhacer
// combina las soluciones
y = combinacion de las soluciones parciales (¥j)

retorna y
fmétodo
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6.1 Caracteristicas Generales

Cuando utilizar algoritmos DyV

Para que resulte interesante aplicar DyV debe verificarse que:

 laformulacién recursivanuncaresuelva el mismo subproblema
maés de unavez

» la descomposicién en subproblemas y la combinacion de las
soluciones sean operaciones eficientes

* los subproblemas sean aproximadamente del mismo tamafio

. © Mario Aldea Rivas
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6.2 Eficiencia de los algoritmos DyV

6.2 Eficiencia de los algoritmos DyV

* Se obtiene aplicando el “Master Theorem” que permite resolver
recurrencias del tipo:

t(n) = s-t(n/b) + g(n) (donde g(n) es 0(n¥))
- Donde se supone que:

* el algoritmo divide el problema en s subproblemas
- cada uno de un tamafio aproximado n/b

* g(n) es el tiempo necesario para realizar la descomposiciéon y
combinacidén de resultados
- Cuando g(n) es 0(n*) puede demostrarse que t(n) es:
« O(n*) si s<b¥
+ ®(n* log n) sis=b*
« @(n®% %)  sis>bk
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Tema 6. Divide y Venceras
6.2 Eficiencia de los algoritmos DyV

Seleccion del umbral de utilizacion del algoritmo
directo

Utilizaremos el algoritmo directo cuando el tamafio del problema
sea menor que el umbral elegido

Tiene gran influencia en el tiempo de ejecucién del algoritmo
e aunque no en su ritmo de crecimiento

El valor apropiado estara cerca del

tamafio parael que el tiempo empleado

por el algoritmo recursivo seigualacon

el utilizado por el algoritmo directo T

directo

umbral n
Puede obtenerse tedricamente o realizando medidas de tiempos
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6.3 Bulsqueda binaria

6.3 Busqueda binaria

BUsqueda de un elemento en unatabla ordenada

Solucién secuencial:

método busquedaSecuencial(entero[l..n] t, entero x)
retorna entero
desde i:=1 hasta n hacer
si t[i] = x entonces
retorna 1 // encontrado
fsi
fhacer
retorna -1 // no encontrado
fmétodo

Eficiencia: O(n)
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6.3 BUsqueda binaria

Solucion DyV: algoritmo “busqueda binaria”

Se trata de una de las aplicaciones mas sencillas de DyV

* realmente no se va dividiendo el problema sino que se va
reduciendo su tamafio a cada paso

- algoritmos DyV denominados de reduccién o simplificaciéon

Ejemplo: busqueda de x=9

paso 1 | 4 | | | [ Ik | | | | [ no | si
B B e e e e L e e e e -
paso 2 | [ | 1 [ | i Ik | [ | no | no
B i B e e e e e e e e e +—————-
paso 3 | | I | | I ikl g1 | | I si |
S B DU L

* En cada paso (hasta que x=t[Kk] o 1>]})
-six > t[k] =i = k+1
-six < t[kl]=>j = k-1
k=@ +j§) 72
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Tema 6. Divide y Venceras
6.3 BUsqueda binaria

Busqueda binaria (cont.)

método busquedaBinaria(entero[l..n] t, entero 1,
entero J, entero x) retorna entero
// calcula el centro
k := (1 + j)/2
// caso directo
si 1 > jJ entonces
retorna -1 // no encontrado
fsi
si t[k] = x entonces
retorna k // encontrado
fsi

// caso recursivo
si x > t[k] entonces
retorna busquedaBinaria(t, k+1, j, X)
sino
retorna busquedaBinaria(t, i, k-1, X)
fsi
fmétodo
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6.3 Bulsqueda binaria

Eficiencia de “busqueda binaria”

Como vimos, el tiempo requerido por un algoritmo DyV es de la
forma:

t(n) = s-t(n/b) + g(n)
Para este algoritmo:
e cada llamada genera una llamada recursiva (s=1)

* el tamafo del subproblema es la mitad del problema original
(b=2)

* sin considerar la recurrencia el resto de operaciones son O(1)
luego g(n) es 0(1)=0(n®) (k=0)
Estamos en el caso:
- s=b* (1=29)
« luego t(n) es O©(n* log n) = ©(n° log n) = ©(log n)

© Mario Aldea Rivas
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6.4 Problema de la seleccion

6.4 Problema de la seleccion

Busqueda del k-ésimo menor elemento de una tabla

 es decir: si latabla estuviera ordenada crecientemente, el
elemento devuelto seria el que ocuparia el k-ésimo lugar

Solucién obvia: ordenar la tablay acceder al k-ésimo elemento
» coste O(n log n) (coste de la ordenacién)

Es posible encontrar un algoritmo mas eficiente utilizando DyV:
* se elige un valor como “pivote”

* sereorganiza la tabla en dos partes, una con los elementos
mayores que el pivote y otra con los elementos menores

- laclave estara en la seleccion correcta del pivote

* serealiza de nuevo el proceso sobre la parte de la tabla que
contiene el elemento buscado

© Mario Aldea Rivas
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Tema 6. Divide y Venceras
6.4 Problema de la seleccion

Implementacion del algoritmo de seleccion

Método publico select
* [lama a selectRec con los pardmetros iniciales

/**

* Retorna el elemento del array t que ocuparia la

* posicion k-ésima en el caso de que el array

* estuviera ordenado

* @param t array

* @param k posicién del elemento buscado (la primera
* posicion es la 1, no la 0)

*

@return valor del elemento buscado

*/

public static int select(int[] t, int k) {
return selectRec(t,0,t.length-1,k);

© Mario Aldea Rivas
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6.4 Problema de la seleccion

Implementacion del algoritmo de seleccién (cont.)
Método privado selectRec
* es el realmente implementa el algoritmo recursivo DyV

/**

* Retorna el elemento de la parte del array t

* comprendida entre los indices ini y fin que ocuparia
* la posicion k-ésima (en esa parte) en el caso de que
* esa parte estuviera ordenada

* @param t array

* @param ini indice inicial de la parte de t utilizada
* @param fin indice final de la parte de t utilizada

* @param k posicion del elemento buscado (la primera

* posicion es la 1, no la 0)

*

@return valor del elemento buscado
*/
private static int selectRec(int[] t,
int ini, int fin, int k) {
... codigo en la transparencia siguiente ...

}

© Mario Aldea Rivas
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6.4 Problema de la seleccion

Implementacion del algoritmo de seleccion (cont.)

private static int selectRec(int[] t,
int ini, int fin, int k) {

// caso directo
if (ini == fin) {
1:

return t[ini // elemento en la pos. k-ésima

// reorganiza los elementos y retorna la posicion

// del ultimo elemento menor que el pivote

int p = reorganiza(t, ini, fin);

int kK1 = p - ini + 1; // offset del primer elemento
// mayor que el pivote

// divide
if (k <= k1) {
return selectRec(t,ini,p,k);
} else {
return selectRec(t,p+1,fin,k-kl1);

}
}

© Mario Aldea Rivas
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Tema 6. Divide y Venceras
6.4 Problema de la seleccion

Implementacion del algoritmo de seleccion (cont.)

N
*
*

Reorganiza la parte de t comprendida entre los
indices ini y fin en dos partes, una con los
elementos mayores que el pivote y otra con los
menores. Se toma como pivote t[ini]

@param t array

@param ini indice inicial de la parte de t utilizada
@param fin indice final de la parte de t utilizada
@return indice del ultimo ele. menor que el pivote

ok X X % ok o ¥

*/
private static int reorganiza(int[] t,
int ini, int fin){
... codigo en la transparencia siguiente ...

}

© Mario Aldea Rivas
13/04/11 16

Programacion Il

Tema 6. Divide y Venceras
6.4 Problema de la seleccion

Implementacion del algoritmo de seleccién (cont.)

private static int reorganiza(int[] t,
int ini, int fin) {
int x=t[ini]; // usa el primef ele. como pivote
int i=ini-1; int j=fintl; - SR e g 20)
while ¢(treued) {

do { // busca ele. menor o igual que el pivote

Thile (t[i]>0:
do { // busca ele. mayor o igual que el pivote
++;
} v:/hile CeLil<x);
if (i <)) {
int z=t[i]; t[il=t[j]1; tl1=z; // intercambio
} else {
return(j);

© Mario Aldea Rivas
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6.4 Problema de la seleccion

Ejemplo de ejecucion

2 3 4 5 6 7 8
¢ [ss [ oo [2a [ o6 |4t 32 ]33 7 es]  wos| 3|

select(t,0,8,3) |55’“|22|“’“
reorganiza(t,0,8)—3 L]
kl<4, ini<0, fin<3 |33 ‘ 11 | 22 | 44 | 66 | 88 | 55 ‘ 77 | 66 |

select(t,0,3,3) 11
reorganiza(t,0,3)—1
kl<2, ini-2, fin-3 (22 21 [33 [as]
select(t,2,3,1) [33 [ as]
reorganiza(t,2,3)—2
k1e1, ini<2, fin-2 B

select(t,2,2,1)—>
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Tema 6. Divide y Venceras
6.4 Problema de la seleccion

Eficiencia
Caso promedio: 0(n)
Peor caso: array ordenado de menor a mayor y buscamos el

elemento que ocupa la Ultima posicién

0 1 2 3 4 5 6 7

t‘10‘33‘35 35 44‘70‘80‘85‘

En este caso se realizan n llamadas recursivas, en cada una:
» s6lo se descarta un elemento

* reorganizarecorre todos los elementos no descartados (nen
la primeraiteracion, n-1 en la segunday asi sucesivamente)

-t n+1 _n® n
zM=D=n"m=53

i=0

La eficiencia del algoritmo es 0(n?)—(jjmayor que O(n log n)!!)
Programacion Il © Mar{%/ﬁ[l‘?ﬁ Rivas 19
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6.4 Problema de la seleccion

Seleccion de un buen pivote

La eficiencia mejora si somos capaces de modificar reorganiza
para que elija un buen pivote

* que divida aproximadamente a la mitad el vector
* y cuya blsqueda se realice en un tiempo aceptable (p.e. 0(n))

* el tiempo de ejecucidon de reorganiza seguira siendo 0(n)
(O(n) para encontrar el pivote, mas O(n) parareordenar)

En ese caso el tiempo de ejecucién del algoritmo de seleccién
sera:

t(n) = t(n/2) + O(n) - (s=1, b=2 y k=1)

Estamos en el caso:
« s<b* (1<2?)
*luego t (n) es O©(N*) = O(n)

© Mario Aldea Rivas
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6.4 Problema de la seleccion

Calculo de la pseudo-mediana

El pivote ideal seria la mediana de los elementos de la tabla:
» elemento que utilizado pivote divide a la tabla en dos mitades
* su calculo es demasiado complejo

En su lugar se utiliza la pseudo-mediana:
« valor cercano ala mediana
e que puede calcularse en ®(n) (no lo vamos a demostrar)

Célculo de la pseudo-mediana:

* sedividelatablaen grupos de r elementos (puede demostrarse
gue un valor apropiado de r es 5)

» para cada grupo se calcula su mediana exacta

* se obtiene la mediana de las medianas utilizando el algoritmo
de seleccidn recursivamente
© Mario Aldea Rivas
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Tema 6. Divide y Venceras
6.4 Problema de la seleccion

Algoritmo de busqueda de la pseudo-mediana

método pseudomediana(entero[0..n-1] t, entero ini,
entero fin) retorna entero
numGrupos := (Fin-ini+l)/r
// un valor apropiado de r es 5
// /" es la division entera. Los restantes
// (Fin-ini+1)%r" elemen. no se consideran

// calcula medianas
desde 1:=0 hasta numGrupos-1 hacer
medianaGrupo[i]:=
calculaMediana(t[r*i+ini] .. t[r*(i+1)+ini-1])
fthacer
// calcula la mediana de las medianas
retorna select(medianaGrupo, 0, numGrupos-1,
numGrupos/2)
fmétodo

* hay que modificar reorganiza para que utilice este método

© Mario Aldea Rivas
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Bondad de la pseudo-mediana

La mediana de cada grupo es mayor o igual que 3delos 5
elementos de su grupo

6.4 Problema de la seleccion

La pseudo-mediana es mayor o igual que las medianas de la mitad
de los grupos

* luego es mayor o igual que 3*numGrupos/2 elementos

Si suponemos que n es multiplo de 5 (numGrupos=n/5)
* la pseudo-mediana es mayor o igual que 3n/10 elementos

* y menor que 7n/10 elementos

grupos  [7].2ol5[4] [al145]3] [7[1]of3lg [el=[7[5]4] [H1[ofdlo] [alaf4l1]7]
medianas 4 3 \ 5 @ \\

Esta proximidad a la mediana exacta, junto con el hecho de que
pseudomediana sea ©®(n), permite asegurar que el algoritmo
select sea ®(n) (no lo vamos a demostrar)

© Mario Aldea Rivas
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6.5 Subsecuencia de suma maxima

6.5 Subsecuencia de suma maxima

El problema consiste en buscar la subsecuenciade suma maxima
dentro de un vector

Por ejemplo:
‘ 1 |-2|11|-4|13|-5| 2 | 2 ‘
‘L subsecuengsigmgre] %Jr)na maxima

Buen ejemplo de algoritmo DyV ya que es relativamente sencillo y
contiene todos los elementos de este tipo de algoritmos:

 caso directo

e descomposicién en subproblemas y caso recursivo

e recombinacidon de las soluciones parciales

Pero existe una solucion mas eficiente que la DyV
e con ritmo de crecimiento lineal (ver pag. 35)

© Mario Aldea Rivas
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Tema 6. Divide y Venceras
6.5 Subsecuencia de suma méaxima

Algoritmo DyV
Se divide el vector en dos mitades

La subsecuencia de suma méxima sera:
 la encontrada en la mitad izquierda (sl1zq)
* 0 la encontrada en la mitad derecha (sDer)

* o laqueincluye el elemento en la mitad del vector
(slzgMitad+sDerMitad)

B mitad ult
prim / /
\f\ EESEEENENEE | EEENEESEEEEEEEEEN 1111
slzq slzgMitad SDerMitad sDer

subsecuencia de suma maxima = MAX(slzg, sDer, slzgMitad+sDerMitad)

© Mario Aldea Rivas
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6.5 Subsecuencia de suma maxima

Algoritmo DyV (cont.)

subsecuencia de suma maxima = MAX(14, 8, -1) = 14

o SRR 2 P R 5
Llamad{ﬁursiva L|amadé\ie\jut’3iva
BE s T EEUOE ERE

Caso '@cto CaSO\d:i}fCtO Caso '@‘cto CRSO\CiFfCtO

2[99 o] [
14 5

3 6

© Mario Aldea Rivas
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6.5 Subsecuencia de suma maxima

Implementacion del algoritmo DyV

/**
* Clase auxiliar: subsecuencia del array total
* representada mediante sus indices izquierdo y
*/derecho y la suma de todos sus elementos
*
public static class SubSecuencia {
int suma;
int izq;
int der;

/**
* Constructor. Crea una subsecuencia vacia
*/
public SubSecuencia() {
i1zg=0;
der=-1;
suma=Integer MIN_VALUE;

© Mario Aldea Rivas
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6.5 Subsecuencia de suma méaxima

Implementacion del algoritmo DyV (cont.)

/**
* Retorna la subsecuencia de mayor suma
* @param sl primera subsecuencia a comparar
* @param s2 segunda subsecuencia a comparar
* @return la subsecuencia de mayor suma
*/
public static SubSecuencia max(SubSecuencia sli,
SubSecuencia s2){

if (sl.suma>=s2.suma)
return sl;

else
return s2;

© Mario Aldea Rivas
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6.5 Subsecuencia de suma maxima

Implementacién del algoritmo DyV (cont.)
El algoritmo DyV se estructura en dos métodos estaticos:

* busquedaDyV: método publico que llama al método recursivo
busquedaDyVRec con los valores iniciales apropiados:

- rango de busquedaigual atodalalongitud del array (prim=0,
ult=a.length-1)

* busquedaDyVRec: método privado que es el que realmente
implementa el algoritmo mediante llamadas recursivas

/**

* Busca la subsecuencia de suma maxima en el array a
* utilizando un algoritmo DyV

* @param a array en el que buscar la subsecuencia
*/@return subsecuencia de suma maxima

*

public static SubSecuencia busquedaDyV(int[] a){

return busquedaDyVRec(a, 0, a.length-1);
}

© Mario Aldea Rivas
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6.5 Subsecuencia de suma maxima

Implementacion del algoritmo DyV (cont.)

N
*
*

Busca la subsecuencia de suma maxima en el trozo
del array a entre los indices prim y ult

@param a array en el que buscar la subsecuencia
@param prim primer indice del trozo de buUsqueda
@param ult ultimo indice del trozo de busqueda
@return subsecuencia de suma maxima en el trozo
del array indicado

Ok % X % ok %

*/
private static SubSecuencia busquedaDyVRec(int[] a,
int prim, int ult) {

// aplicamos el algoritmo directo?
if (ult-prim+l <= umbralCasoDirecto)
return busquedaCuadratica(a,prim,ult);

// caso recursivo

int mitad=Cult+prim) 7/ 2;

SubSecuencia slzq = busquedaDyVRec(a, prim, mitad);
SubSecuencia sDer = busquedaDyVRec(a, mitad+1l, ult);
SubSecuencia mejorSol = SubSecuencia.max(slzq,sDer);
M e %
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6.5 Subsecuencia de suma méaxima

Implementacion del algoritmo DyV (cont.)
// recombinacion de las soluciones
// busca la mejor secuencia en la parte izquierda
int sumalzgMitad=Integer.MIN_VALUE;
int izg=-1;
int suma = 0;
for(int i=mitad; i>=prim; i--) {

suma += a[i];

if (suma > sumalzgMitad) { // nueva mejor suma

izg=i; sumalzgMitad=suma;

}

// busca la mejor secuencia en la parte derecha
int sumaDerMitad=Integer_MIN_VALUE;
int der=-1;
suma = O;
for(int j=mitad+l; j<=ult; j++) {
suma += a[j];
if (suma > sumaDerMitad) { // nueva mejor suma
der=j; sumaDerMitad=suma;

}

© Mario Aldea Rivas
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6.5 Subsecuencia de suma maxima

Implementacién del algoritmo DyV (cont.)

// la secuencia central es la mejor?

if (sumaDerMitad+sumalzgMitad > mejorSol.suma) {
mejorSol _.suma = sumaDerMitad + sumalzgMitad;
mejorSol.izq izq;
mejorSol .der der;

}

// retorna la mejor secuencia encontrada
return mejorSol;

© Mario Aldea Rivas
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6.5 Subsecuencia de suma maxima

Solucion cuadratica para el caso directo

private static SubSecuencia busquedaCuadréatica(
int[] a, int prim, int ult){
// mejor solucion (empieza con una secuencia vacia)
SubSecuencia sol = new SubSecuencia();
int suma=0;

// calcula todas las sumas para cada elemento
for(int izg=prim; izg<=ult; izq++) {
// calcula las sumas de a[izq] con los siguientes
suma=0;
for(int der=izq; der<=ult; der++) {
suma += a[der]; // suma de a[izq]+...-+a[der]

if (suma>sol.suma) {
// mejor suma hasta el momento
sol.izg=izq; sol.der=der; sol.suma=suma;

}
}

return sol; // retorna la subsecuencia de mayor suma

}

© Mario Aldea Rivas
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6.5 Subsecuencia de suma méaxima

Eficiencia del algoritmo y seleccion del umbral

Para calcular la eficiencia aplicamos el “Master Theorem”. Para
este algoritmo la recurrencia es:
t(n) = 2-t(n/2) + O0(n) - (s=2, b=2 y k=1)
» Estamos en el caso:
- s=b¥ (2=21%)
- luego t(n) es O(n* log n) = O(n log n)

Para elegir el umbral de utilizacién del algoritmo directo
realizamos medidas para un problema de tamafio n=10000000

umbral 1 10 14 18 | 20 | 30 | 40 | 60 | 100 | 500
t(ms.) 962 | 757 | 756 | 759 | 774 | 775 | 826 | 826 | 993 | 2131

* en vista de los resultados elegimos 14 como valor de umbral

© Mario Aldea Rivas
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6.5 Subsecuencia de suma maxima

Solucion lineal (no DyV)

La solucién de problema de la bisqueda de las subsecuencia de
suma maxima por DyV

e constituye un buen ejemplo de este tipo de algoritmos

Pero NO deberemos utilizar dicha solucion basada en DyV ya que

e existe otra solucién no basada en DyV mas eficiente
- con ritmo de crecimiento lineal (0(n))
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6.5 Subsecuencia de suma maxima

Solucién lineal (no DyV) (cont.)

public static Solucidén busquedaLineal (int[] a){
Solucién mejorSol = new Solucion();
int suma=0; Int inicioSeccion=0;
// calcula todas las sumas para cada elemento
for(int i=0; i<a.length; i++) {
suma += a[i]; // suma = a[inicioSeccion]+...+a[i]

if (suma>mejorSol.suma) {_ i i
mejorSol.izg=inicioSeccion; mejorSol.der=i;
mejorSol .suma=suma;

if (suma<=0) {
// si la suma hasta i no es positiva, esa parte
// del vector no entra en la suma maxima
inicioSeccioén=i+1;
suma=0;
}
3

return mejorSol; // retorna la mejor solucién

}
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6.6 Otros algoritmos DyV

6.6 Otros algoritmos DyV

Veremos otros algoritmos que utilizan la técnica DyV en el
siguiente tema dedicado a los algoritmos ordenacién:

* Ordenacion por fusion (mergesort)
* Ordenacién rapida (quicksort)
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