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6.1. Mapas y conjuntos implementados
con tablas J; troceado UC

DE CANTABRIA

Las tablas de troceado (o tablas hash) permiten realizar
operaciones de busqueda muy eficientes en promedio

e permiten consultar o eliminar elementos conociendo sunombre
o identificador

» el tiempo es constante en la mayor parte de los casos: O(1)
e SON muy apropiadas por tanto para los mapas, o diccionarios

El principio de funcionamiento es almacenar los datos en unatabla

» se convierte el nombre o identificador a un niumero entero, que
sirve como indice de la tabla

e para que latabla no sea excesivamente grande, el nUmero
entero, llamado clave, se compacta a un rango pequefno
- habitualmente mediante la operacion médulo (%)
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UC

Implementacion mediante tablas hash pus

DE CANTABRIA

La clase del elemento debe disponer de un método hashCode ()
para convertir un objeto de esaclase en un dato numeérico llamado
clave

public int hashCode()

Los datos se guardan en un array cuyo indice es el tipo clave

El principal problema es la resolucion de colisiones
» cuando dos datos tienen la misma clave

La funcion hashCode debe distribuir las claves de modo muy
homogéneo

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, © Michael Gonzalez Harbour 4
ESTADISTICA Y COMPUTACION 3/dic/09



Algunas funciones de troceado para [TTe
numeros enteros

DE CANTABRIA

Queremos trocear el identificador 1d

Primer método: funcion moédulo
« 1d % max, donde max es el tamafo de |la tabla

» el inconveniente es que s6lo se usa la parte menos significativa
del identificador

 si hay muchos identificadores con la misma parte menos
significativa, no se obtienen resultados homogéneos

Ejemplo: 1d=13267456, max=100

13267456 | —— 56

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, © Michael Gonzalez Harbour 5
ESTADISTICA Y COMPUTACION 3/dic/09

Algunas funciones de troceado para [TTe
numeros enteros

DE CANTABRIA

Segundo método: troceado en n grupos de cifras

n-1 i
Clave = [Z (i. mod max)j mod max
.~ o Max

La ventaja es que se utilizatodo el numero
el resultado puede (o0 no) ser mas homogéneo

Ejemplo: 1d=13267456, max=100, n=4

13267456, — |13/ +|/26/+|74|+|56| %100= 69
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Algunas funciones de troceado para [TTe
textos

DE CANTABRIA

Paratextos occidentales, se usa el hecho de que los caracteres se
pueden representar mediante un niamero pequefio de 7 u 8 bits

Por ejemplo, el texto "hola" es una secuenciade {"h’,’o0’,’I’,’a’}
» se podria representar mediante su conversion a cifras de 7 bits

clave="h'*1283+0'*1282%+|'*1281+ a’*1280

* Pero para cadenas largas, este calculo excederia el valor que se
puede guardar en un entero
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Algunas funciones de troceado para [TTe
textos (cont.)

DE CANTABRIA

Usaremos la siguiente propiedad de los polinomios
A XS+ AXT+ A X+ AX]

se puede evaluar también como
(((Ag)X+ Ax)X + A)X + Ag

En la segunda ecuacion

- se evita el célculo de

e Se evita un resultado intermedio demasiado grande

el calculo se hace de izquierda a derecha, en el orden del string
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Algunas funciones de troceado para [TTe
textos (cont.)

DE CANTABRIA

En el calculo del polinomio anterior, podemos hacer la operacion
maodulo con el tamafio de la tabla a cada paso

» Asi conseguiremos resultados intermedios pequefios

Si Cod(1) es el codigo numérico del caracter 1:, la funcion
guedara como

Clave; = (Clave;_, -128 + Cod(i)) mod max

partiendo de un valor inicial Clave=0
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Algunas funciones de troceado para [TTe
textos (cont.) s

Otra alternativa mas eficiente es tener en cuenta que las
operaciones con enteros admiten en muchos lenguajes (incluido
Java) el desbordamiento, haciendo una operacién modulo
automatica con el niumero de valores que caben en un entero

» Ello permite hacer una sola operacion maédulo al final

« También podemos usar un numero menor para multiplicar la
clave, dado que el numero de letras distintas suele ser pequefio

Clave; = Clave,;_, - 37+ Cod(i)
Clave = Clave, mod max

* En este caso, hay quetener en cuentaque el resultado puede ser
negativo, para ponerlo en positivo, sumarle max
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Ejemplo de funcion de troceado para [T
strings

DE CANTABRIA

public static iInt hashCode(String s, iInt max) {
int clave=0;
for (int i=0; i<s.length(Q); i++) {
clave=(clave*37+ s.charAt(i1));

clave = clave % max;
1T (clave<0) {
clave=clave+max;

return clave;

}
Métodos para la resolucion de ucC
colisiones

DE CANTABRIA

Los tres métodos mas simples son:
e encadenamiento o troceado abierto

» por exploracion, o troceado cerrado
- exploracion lineal
- exploracion cuadratica
- otras exploraciones

Su eficiencia es distinta, y depende del grado de ocupacion de la
tabla

» troceado abierto: se puede funcionar bien con una ocupacion
del 100%, pero no mas

e troceado cerrado: conviene nunca superar el 75% de ocupacion
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Resolucion de colisiones: UC

troceado abierto S
Tabla Hash
0 » > °
1 D > °
2| o
3 [ )
4 °
5 7 > °
6|l ®
71
8 — > > °
9| e
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, © Michael Gonzalez Harbour 13
ESTADISTICA Y COMPUTACION 3/dic/09
Troceado abierto (cont.) oot

Cada elemento de latabla hash es una lista enlazada simple.

» Cada elemento del mapa se guardaen lalistacorrespondiente a
su clave

Este método sdlo es eficiente cuando la cantidad de colisiones es
pequenia, y las listas son cortas

» Paraello se necesita que latablatenga un tamaio mayor o igual
gue el numero de elementos a almacenar

e y que, ademas, la funcion hash sea muy homogénea
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UC

Operaciones para el troceado abierto P

DE CANTABRIA

asignaValor:
- Calcular la clave de troceado
- Buscar el dato origen en la lista de esa clave
- Si se encuentra, cambiar el destino
- Si no, aiadir la pareja (origen-destino) a la lista, por ejemplo al
principio (ya que es mas eficiente en una lista enlazada simple)

borra:

Calcular la clave de troceado

Buscar el dato origen en la lista de esa clave
Si se encuentra, eliminar el elemento de la lista
Si no se encuentra, indicar que no existe
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Operaciones para el troceado abierto UcC
(cont.)

DE CANTABRIA

obtenValor:
- Calcular laclave de troceado
- Buscar el dato origen en lalista de esa clave
- Si se encuentra, devolver el destino asociado
- Si no se encuentra, indicar que no existe

hazNulo:
- Hacer nulas todas las listas de la tabla
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Implementacion de un mapa mediante [TTq
troceado abierto S

Por simplicidad, no utilizaremos una extension de AbstractMap
* nos obligaria a implementar EntrySet, que es complicado

Haremos una implementacién de los métodos béasicos
e constructor

eput

eget

e remove

e containsKey
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Implementacion de un mapa mediante [TTq
troceado abierto e

/**

* Clase que representa un mapa con troceado abierto
*/

public class MapaAbierto<K,V>

// atributos privados
private ListaEnlazadaSimple<Entry<K,V>>[] tabla;

private static class Entry<K,V> {
K clave;
V valor;
public Entry(K clave, V valor) {
this.clave=clave;
this.valor=valor;

}
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Implementacion de un mapa mediante [TTg
troceado abierto (cont.) e

public boolean equals(Object otra) {
iIT (otra instanceof Entry) {
return this.clave.equals
(((Entry<K,V>)otra) .clave);
} else {
return false;
}

¥
}
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Implementacion de un mapa mediante [TTq
troceado abierto (cont.) by

/**
* Constructor; se le pasa el tamaino de la tabla*/
public MapaAbierto(int tamano) {
tabla =
new ListaEnlazadaSimple|tamano];
for (int 1 = 0; 1 < tamano; i1++) {
tabla[1] =
new ListaEnlazadaSimple<Entry<K,V>>();
+

// valor para la tabla hash
private int valorHash(K clave) {
return clave.hashCode() % tabla.length;

}
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Implementacion de un mapa mediante [TTg
troceado abierto (cont.) e

public V get(K clave) {
int hashval = valorHash(clave);
Entry<K,V> nuevo= new Entry<K,V>(clave,null);
Entry<K,V> e=tabla[hashVal].find(nuevo);
It (e==null) {
return null;

} else {
return e.valor;
ks

}
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Implementacion de un mapa mediante [TTq
troceado abierto (cont.) oot

public V put(K clave, V valor) {
int hashVal = valorHash(clave);
Entry<K,V> nuevo= new Entry<K,V>(clave,valor);
Entry<K,V> e=tabla[hashVal].find(nuevo);
It (e==null) {
tablaJhashval].addFirst(nuevo);
return null;
} else {
V viejo=e.valor;
e.valor=valor;
return viejo;

¥
¥
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Implementacion de un mapa mediante [TTg
troceado abierto (cont.) e

public V remove(K clave) {
int hashval = valorHash(clave);
Entry<K,V> nuevo= new Entry<K,V>(clave,null);
Entry<K,V> e=tabla[hashVal].find(nuevo);
iIfT (e==null) {
return null;
} else {
V valor=e.valor;
tablafhashVal] . remove(nuevo);
return valor;

}
}
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Implementacion de un mapa mediante [TTq
troceado abierto (cont.) by

boolean containsKey(K clave) {
int hashVal = valorHash(clave);
Entry<K,V> nuevo= new Entry<K,V>(clave,null);
Entry e=tabla[hashVal].find(nhuevo);

return el=null;
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Resolucion de conflictos por troceado [Te
cerrado: exploracion lineal -

Si se detecta una colisidn, se intenta calcular una nueva clave,
hasta que se encuentre una vacia

Clave;(x) = (Hash(x) + f(i)) mod max

La tabla debe ser bastante mayor que el nimero de relaciones
e recomendado al menos el 50% de las celdas vacias

La funcion f(i) es la estrategia de resolucion:
o lineal: f(i)=i
« cuadratica; f(i)=i® (el tamafio de la tabla debe ser primo)

» doble troceado: f(i)=i*hash,(x)
- hash,(x) nunca debe dar cero
- ¢].. R-(x mod R), siendo R primo
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UC

Troceado cerrado (cont) wierson

En este caso la tabla “hash” contiene las relaciones
» parejas {clave,valor}

Exploracion lineal:

* nUmero de busquedas en unainsercion=1/(1-21), siendo A la
ocupacion de la tabla

* silaocupacion es menor que lamitad, en promedio se necesitan
2 busquedas para asignar o calcular

e Silaocupacién es mayor, el nUmero de busquedas puede crecer
mucho

« Silafuncién hash no es homogénea la eficiencia puede ser peor
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UC

Troceado cerrado (cont) emsono

Exploracion cuadratica: es mejor que el lineal si los elementos
tienden a agruparse en celdas contiguas

» Es preciso que la ocupacion sea menor que la mitad, para
garantizar que siempre encontramos una celda libre

» El tamafio de latabla debe ser un nUmero primo para que nunca
se busque la misma celda dos veces para una clave concreta

el analisis matematico aun no se ha podido hacer, por su
complejidad
Exploracién por doble troceado:

* Permite eliminar la agrupacion secundaria que se produce en
ocasiones con la exploracion cuadratica
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Resolucion de conflictos: troceado ucC
cerrado (cont) siEse

Si borramos celdas, la resolucién de conflictos falla

Debe usarse la técnica del borrado “perezoso”

« marcamos la celda como borrada, pero la mantenemos
ocupando memoria

e al buscar unarelacioén, si encontramos unacelda marcadacomo
borrada continuamos la busqueda

 al insertar unarelacion nueva, puede meterse en el lugar de una
marcada como borrada

A veces sera necesario “recrear” la tabla

e partir de unatabla vacia e insertar en ella todos los elementos
utiles
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Implementaciéon de un mapa mediante [TTq
troceado cerrado eesso

import java.util.™;
/**
* Implementacion de un mapa usando troceado cerrado
*/
public class MapaCerrado <K,V>
{
/**
* Clase Entry, que define una pareja clave-valor
* y anota si se ha borrado o no
*/
private static class Entry<K,V> {
K clave;
V valor;
boolean borrado;
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Implementacién de un mapa mediante [TTq
troceado cerrado (cont.)

DE CANTABRIA

public Entry(K clave, V valor) {
this.clave = clave;
this.valor = valor;
this.borrado=false;

}

public boolean equals(Object otra) {
1T (otra instanceof Entry) {
return this.clave.equals
(((Entry<K,V>)otra).clave);
} else {
return false;

}
}
}
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Implementaciéon de un mapa mediante [TTg
troceado cerrado (cont.)

DE CANTABRIA

// atributos privados de la clase MapaCerrado
private Object[] tabla;
private int num;

/**
* Constructor al que se le iIndica el tamafio
* 1nicial de la tabla
*/
public MapaCerrado(int tamanolnicial) {
tabla = new Object[tamanolnicial];
num=0;

}
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Implementacién de un mapa mediante [TTq
troceado cerrado (cont.)

DE CANTABRIA

// funcion hash
private int valorHash(K clave) {
return clave.hashCode() % tabla.length;

}
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Implementaciéon de un mapa mediante [TTg
troceado cerrado (cont.) e

// funcion para buscar una celda
private int buscalndice(Entry<K,V> e) {
int pos = valorHash(e.clave);
// bucle hasta encontrar una celda vacia
// o una cuya clave coincida con la buscada
while (tablaJpos] !'= null &&
le.equals(tabla[pos]))

pos++; // ir a la siguiente celda
pos = pos % tabla.length;

return pos;
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Implementacién de un mapa mediante [TTq
troceado cerrado (cont.) by

public V put(K clave, V valor) {
Entry<K,V> nuevo= new Entry<K,V>(clave,valor);
int pos=buscalndice(nhuevo);
V viejo=null;
1T (tabla[pos]!=null &&
I'((Entry<K,V>)tabla[pos]) -borrado)
{

viejo=((Entry<K,V>)tabla[pos]) -valor;

-

iIT (tablaf[pos]==null) {
num++;

tablaJpos] = nuevo;
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Implementaciéon de un mapa mediante [TTg
troceado cerrado (cont.)

DE CANTABRIA

iIT (hum>=tabla.length/2) {

// recrear la tabla

Object[] tablaAntigua=tabla;

tabla= new Object|[tablaAntigua.length*2];

num=0;

for (int 1=0; i1<tablaAntigua.length; i++) {
Entry<K,V> e=(Entry<K,V>)tablaAntigual[i];
iIf (el=null && 'e.borrado) {

put(e.clave, e.valor);

+
+ _
return viejo;

}

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, © Michael Gonzélez Harbour 35
ESTADISTICA Y COMPUTACION 3/dic/09

Implementacién de un mapa mediante [TTq
troceado cerrado (cont.)

DE CANTABRIA

public V remove(K clave) {
Entry<K,V> e=new Entry<K,V>(clave,null);
int pos=buscalndice(e);
1T (tabla[pos]==null
((Entry<K,V>)tabla[pos]) -borrado)

return null;
} else {
V valor=((Entry<K,V>)tabla[pos]) -valor;
((Entry<K,V>)tabla[pos]) -borrado=true;
return valor;

¥
¥
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Implementaciéon de un mapa mediante [TTg
troceado cerrado (cont.)

DE CANTABRIA

public V get(K clave) {
Entry<K,V> e=new Entry<K,V>(clave,null);
int pos=buscalndice(e);
1T (tabla[pos]==null ||
((Entry<K,V>)tabla[pos]) -borrado)

return null;
} else {
return ((Entry<K,V>)tablaJpos]) .valor;
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Implementacién de un mapa mediante [TTq
troceado cerrado (cont.)

DE CANTABRIA

boolean containsKey(K clave) {
Entry<K,V> e=new Entry<K,V>(clave,null);
int pos=buscalndice(e);
return tabla[pos]!=null &&
' ((Entry<K,V>)tabla[pos]) -borrado;
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UC

6.2. Arboles

DE CANTABRIA

Los arboles son estructuras de datos que permiten el
almacenamiento jerarquico de informacion

Tienen gran cantidad de aplicaciones; por ejemplo:
» sistemas de ficheros

» analisis del texto en compiladores

« algoritmos de busqueda

Estudiaremos diferentes implementaciones

* nudos con referencias al padre

* nudos con listas de hijos

* nudos con referencia al hijo izquierdo y hermano derecho
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Implementacion mediante arrays con [TTe
cursor al padre umae

La implementacion mas sencilla es lade un array en el que cada
elemento tiene un cursor al padre

1
PN 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4/ \5 9/ \10 contenido
/ ‘\ Celdas /
6 7 8

numNudos| 10

Para que el orden de los nudos esté bien definido
e se numeran los hijos con nimeros mayores al del padre

* se numeran los hermanos en orden creciente de izquierda a
derecha
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Representacién de darboles con listas [Tq
de hijos

DE CANTABRIA

|

raiz 1 - 9 - 3 o
2 T 4 > 5 | e
j e - 10| *
5 44— 6 =7 > 8 | e
6 ]
7 [ ]
8 °
9 .
10 O
contenido hijos
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La representacion hijo-mas-izquierdo, [Te
hermano-derecho

DE CANTABRIA

Raiz A Arbol T °

B C
o | — | L] e e
D
[ ] ‘ [ ]
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La representacion padre, hijo-mas- UC

izquier'do, hermano-derecho UNIVERSIDAD
T ~
Raiz \ A Arbol T e
| .
/AN OGO

—— \{ ®
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UC

Implementacion de arboles en Java e

Realizaremos una implementacion de la interfaz Arbol del
capitulo 3

e usaremos la técnica de anotar en cada nudo el padre, hijo mas
izquierdo, hermano derecho

el iterador del arbol contendra una referencia al nudo actual, y
una referencia al arbol original
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UC

Implementacion de drboles en Java  puthes

DE CANTABRIA

public class ArbolCE <E> implements Arbol<E>

// Clase interna que representa un nudo del arbol
private static class Nudo<E> {
Nudo<E> padre, hijolzquierdo, hermanoDerecho;
E contenido;

}

// El atributo del arbol es su raiz
private Nudo<E> raiz;

/**
* Constructor que crea el arbol vacio
*/
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Implementacién de drboles en Java  [TTe
(cont.) s

public ArbolCE (O
{

}

/**

* Constructor al que se le pasa un elemento
*/

public ArbolCE (E elementoRaiz)

{

raiz=null;

raiz=new Nudo<kE>(); )
raiz.contenido=elementoRaiz;

}
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Implementacion de arboles en Java
(cont.)

UC

UNIVERSIDAD
DE CANTABRIA

/**

* Constructor interno al que se le pasa un nudo,

* que sera la raiz del arbol

*/
ArbolCE (Nudo<E> nudoRaiz)
{
raiz=nudoRaiz;
by
/**

* obtener el iterador del arbol
*/
public lteradorDeArbol<E> i1terador() {

}

return new lteradorDeArbolCE<E>(this);
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Implementacion de arboles en Java
(cont.)

47

UC

UNIVERSIDAD
DE CANTABRIA

/**
* Dejar el arbol vacio
*/
public void hazNulo() {
raiz=null;
+

/**
* Comprobar si el arbol esta vacio
*/
public boolean estaVacio() {
return raiz==null;
+
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UC

Implementacion del iterador del arbol pus

DE CANTABRIA

public class IteradorDeArbolCE<E>
implements IteradorDeArbol<E>
{

// atributos privados: el arbol y el nudo actual
private ArbolCE<E> arbol;
private Nudo<E> nudoActual;

/**
* Constructor al que se le pasa el arbol
* Pone el nudo actual i1gual a la raiz
*/
public IteradorDeArbolCE (ArbolCE<E> arbol) {
this.arbol=arbol;
this.nudoActual=arbol .raiz;

}
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Implementacion del iterador del arbol [TTg
(cont.)

DE CANTABRIA

/**
* Anade un hijo al nudo actual, situado mas a la
* i1zquierda que los actuales */
public void insertaPrimerHijo(E elemento)
throws NoValido
{

iIT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

Nudo<E> nuevo=new Nudo<E>();
nuevo.padre=nudoActual ;
nuevo.hermanoDerecho=nudoActual .hijolzquierdo;
nuevo.contenido=elemento;

nudoActual .hijolzquierdo=nuevo;

}
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%mplelsnem‘acién del iterador del arbol MTg
cont. e

/**
* Anade un hijo al padre del nudo actual,
* situandolo a la derecha del nudo actual
*/
public void insertaSiguienteHermano(E elemento)
throws EsRaiz, NoValido
{

IT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

by
iIT (nudoActual .padre==null) {
throw new EsRaiz();

}
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Implementacion del iterador del arbol [TTg
(cont.) wersero

Nudo<E> nuevo=new Nudo<E>();
nuevo.padre=nudoActual .padre;

nuevo . hermanoberecho=nudoActual . hermanoDerecho;
nuevo.contenido=elemento;
nudoActual . hermanoDerecho=nuevo;

}

/**
* Si el nudo actual es una hoja, la elimina del
* arbol y hace que el nudo actual sea su padre. Si
* no es una hoja, lanza NoEsHoja
*/
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Implementacion del iterador del arbol
(cont.)

UC

UNIVERSIDAD
DE CANTABRIA

public E eliminaHoja() throws NoEsHoja, NoValido

{
iIT (nudoActual==null) {

throw new NoValido();

by
iIT (nudoActual .hijolzquierdo!=null) {
throw new NoEsHoja();

}

ArbolCE<E> rama=(ArbolCE<E>) cortaRama();
E valor=rama.raiz.contenido;

return valor;
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Implementacion del iterador del arbol
(cont.)

53

UC

UNIVERSIDAD
DE CANTABRIA

/**
* Modifica el contenido del nudo actual
* reemplazandolo por el elementoNuevo
*/
public E modificaElemento (E elementoNuevo)
throws NoValido
{
iIT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

E valor:nudoActua!-contenido;
nudoActual .contenido=elementoNuevo;
return valor;

}
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Implementacion del iterador del arbol [Tg
(cont.)

DE CANTABRIA

/**

* Elimina la rama del arbol cuya raiz es el nudo
* actual, y hace que el nudo actual sea su padre.
* Retorna la rama cortada como un arbol

*/

public Arbol<E> cortaRama() throws NoValido

// comprobar errores

IT (nudoActual==null) {
throw new NovValido();

}

Nudo<E> padre=nudoActual .padre;
// si1 es la raiz del arbol, lo dejamos vacio
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Implementacion del iterador del arbol [TTg
(cont.)

DE CANTABRIA

iIT (padre==null) {
ArbolCE<E> rama=new ArbolCE<E>(nudoActual);
arbol .raiz=null;
return rama;
} else {
// comprobar si la hoja es el hijo izquierdo
1T (padre.hijolzquierdo==nudoActual) {
padre._hijolzquierdo= // es hijo i1zquierdo
nudoActual .hermanoDerecho;
} else {
// no es hijo i1zqdo.; buscar hermano 1zgdo., n
Nudo<E> n=padre.hijolzquierdo;
boolean encontrado=false;
while (! encontrado) {
iIT (n.hermanoDerecho==nudoActual) {
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I([mplel;nem‘acién del iterador del arbol MTg
cont. e

encontrado=true;
} else {
n=n_.hermanoDerecho;

n.hermanoDerecho=nudoActual . hermanoDerecho;
by
// preparar el arbol que vamos a devolver
ArbolCE<E> rama=new ArbolCE<E>(nudoActual);
rama.raiz.padre=null;
rama.raiz.hermanoDerecho=null;
nudoActual=padre;
return rama;

}
}
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Implementacion del iterador del arbol [TTg
(cont.) wersero

/**
* Reemplaza la rama cuya raiz es el nudo actual,
* sustituyéndola por nuevaRama;
* Retorna la rama que ha sido reemplazada
*/
public Arbol<E> reemplazaRama(Arbol<E> nuevaRama)
throws NoValido
{
iIT (hudoActual==null) {
throw new NoValido();

// preparar la vieja rama
Nudo<E> copiaRaiz=new Nudo<E>();
copiaRaiz.contenido=nudoActual .contenido;
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I([mplel;nem‘acién del iterador del arbol MTg
cont. e

copiaRaiz.padre=null;
copiaRaiz.hijolzquierdo=
nudoActual .hijolzquierdo;
copiaRaiz.hermanoDerecho=null;
ArbolCE<E> viejaRama=new ArbolCE<E>(copiaRaiz);

// copiar la raiz de la nueva rama
ArbolCE<E> nr=(ArbolCE<E>) nuevaRama;
nudoActual .contenido=nr.raiz.contenido;
nudoActual .hijolzquierdo=nr.raiz.hijolzquierdo;
return viejaRama;

+
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Implementacion del iterador del arbol [TTg
(cont.) wersero

/**
* Anade el arbol i1ndicado por nuevaRama haciendo
* que su raiz sea hija del nudo actual, situandola
* a la derecha de los hijos actuales, si los hay
*/
public void anadeRama(Arbol<E> nuevaRama)
throws NoValido

iIT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

// Comprobar si el nudo actual tiene hijos
iIT (nudoActual .hijolzquierdo==null) {

// no tiene hijos;

// ainadir la rama como hijo i1zquierdo
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Implementacion del iterador del arbol [Tg

(cont.)

UNIVERSIDAD
DE CANTABRIA

nudoActual .hijolzquierdo=
((ArbolCE<E>)nuevaRama) .raiz;

} else {

// Buscar el ultimo hijo del nudo actual
Nudo<E> n=nudoActual .hijolzquierdo;
while (! (n.hermanoDerecho==null)) {

n=n_.hermanoDerecho;

n.hermanoDerecho=((ArbolCE<E>)nuevaRama) .raiz;

((ArbolCE<E>)nuevaRama) .raiz.padre=nudoActual ;
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Implementacion del iterador del arbol [TTg

(cont.)

UNIVERSIDAD
DE CANTABRIA

/**

* retorna el elemento contenido en el
*/

public E contenido() throws NoValido

iIT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

}

return nudoActual .contenido;

}

nudo actual
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%mplesnem‘acién del iterador del arbol MTg
cont. e

/**

* Hace que el nudo actual sea la raiz del arbol;
* valdra no valido si el arbol esta vacio

*/

public void 1rARaiz()

nudoActual=arbol _raiz;

}
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Implementacion del iterador del arbol [TTg
(cont.) gnsres

/**
* Hace que el nudo actual sea el primer hijo del
* actual; valdra no valido si el nudo actual no
* tiene hijos
*/
public void iIrAPrimerHijo() throws NoValido

IT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

nudoActual=nudoActual .hijolzquierdo;

}
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%mplesnem‘acién del iterador del arbol MTg
cont. e

/**

* Hace que el nudo actual sea el siguiente hermano
* del actual; valdra no valido si el nudo actual
* no tiene hermanos derechos
*/

public void 1rASiguienteHermano() throws NoValido

IT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

nudoActual=nudoActual . hermanoDerecho;

}
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Implementacion del iterador del arbol [TTg
(cont.) wersero

/**

* Hace que el nudo actual sea el padre del actual;
* valdra no valido si el nudo actual era la raiz
*/

public void irAPadre() throws NoValido

iIT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

nudoActual=nudoActual . padre;

}
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%mplesnem‘acién del iterador del arbol MTg
cont. e

/**

* Retorna un booleano que indica si el nudo
* actual es una hoja o no

*/

public boolean esHoja() throws NoValido

IT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

return nudoActual _hijolzquierdo==null;

}
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Implementacion del iterador del arbol [TTg
(cont.) gnsres

/**

* Retorna un booleano que indica si el nudo actual
* es la raiz del arbol

*/

public boolean esRaiz() throws NoValido

iIT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

return nudoActual .padre==null;

}
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%mplesnen‘racién del iterador del arbol MTg
cont. e

/**

* Retorna un booleano que indica si el nudo
* actual es el ultimo hijo de su padre

*/

public boolean esUltimoHijo() throws NoValido

IT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

return nudoActual .hermanoDerecho==null;

}
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Implementacion del iterador del arbol [TTg
(cont.) gnsres

/**
* Retorna un booleano que indica si el nudo actual
* es valido, o no
*/
public boolean esValido() {
return nudoActual!=null;
+
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%mplesnem‘acién del iterador del arbol MTg
cont. e

/**

* Retorna un iterador de arbol que es una copia
* del actual

*/

public IteradorDeArbol<E> clone() {

IteradorDeArbolCE<E> copia =
new lteradorDeArbolCE<E>(this.arbol);

copia.nudoActual=this.nudoActual;
return copia;
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6.3. Arboles binarios P

Una posibleimplementacion: cada nudo tiene un puntero al padre,
al hijo izquierdo, y al hijo derecho:

o -
‘ .
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Implementacion en Java del érbol ucC
binario

DE CANTABRIA

public class ArbolBinCE <E>
implements ArbolBinario<E>
{
// Clase interna que representa un nudo del arbol
private static class Nudo<E> {
Nudo<E> padre, hijolzquierdo, hijoDerecho;
E contenido;

}

// El atributo del arbol es su raiz
Nudo<E> raiz;

/**
* Constructor que crea el arbol vacio
*/
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Implementacion en Java del arbol ucC
binario (cont.) o
public ArbolBinCE ()
{
raiz=null;
¥
/**
* Constructor al que se le pasa un elemento
*/
public ArbolBinCE (E elementoRaiz)
{

raiz=new Nudo<E>();
raiz.contenido=elementoRaiz;

}
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Implementacion en Java del érbol ucC
binario (cont.) o

/**
* Constructor: se pasan las ramas i1zqda y drcha
*/
public ArbolBinCE (E elementoRaiz,
ArbolBinario<E> ramalzquierda,
ArbolBinario<E> ramaDerecha)

{
raiz = new Nudo<E>();
raiz_contenido = elementoRaiz;
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binario (cont.) s

//Enlazar rama i1zquierda
Nudo<E> raizlzquierda=
((ArbolIBInCE<E>) ramalzquierda).raiz;
it (raizlzquierda '= null) {
raizlzquierda.padre = raiz;

raiz.hijolzquierdo= raizlzquierda;
//Enlazar rama derecha
Nudo<E> raizDerecha=
((ArbolIBInCE<E>) ramaDerecha).raiz;
iIT (raizDerecha = null) {
raizDerecha.padre = raiz;

raiz.hijoDerecho= raizDerecha;

}
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Implementacion en Java del érbol ucC
binario (cont.) s

/**

* obtener el i1terador del arbol
*/

public IterArbolBin<E> iterador()

{
return new lterArbolBinCE<E>(this);

}
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Implementacion en Java del érbol ucC
binario (cont.) oo

/**
* Dejar el arbol vacio
*/
public void hazNulo() {
raiz=null;

}

/**
* Comprobar si el arbol esta vacio
*/
public boolean estaVacio() {
return raiz==null;

}
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Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario

DE CANTABRIA

public class IterArbolBinCE<E>
implements lterArbolBin<E>
{

// atributos privados: el arbol y el nudo actual
private ArbolBinCE<E> arbol;
private Nudo<E> nudoActual;

/**
* Constructor al que se le pasa el arbol
* Pone el nudo actual i1gual a la raiz
*/
public IterArbolBinCE (ArbolBinCE<E> arbol) {
this.arbol=arbol;
this.nudoActual=arbol .raiz;

}
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Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (cont.)

DE CANTABRIA

/**
* Anade un hijo 1zquierdo al nudo actual
* Lanza YaExiste si ya existia un hijo derecho
*/
public void insertaHijolzquierdo(E elemento)
throws NoValido, YaExiste
{

IT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

by
IT (nudoActual .hijolzquierdo '= null) {
throw new YaExiste();

Nudo<E> nuevo=new Nudo<E>();
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Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (cont.)

DE CANTABRIA

nuevo.padre=nudoActual;
nuevo.contenido=elemento;
nudoActual .hijolzquierdo=nuevo;

}

/**
* Anade un hijo derecho al nudo actual
* Lanza YaExiste si ya existia un hijo derecho
*/
public void insertaHijoDerecho(E elemento)
throws NoValido, YaExiste

iIT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

}

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, © Michael Gonzélez Harbour 81
ESTADISTICA Y COMPUTACION 3/dic/09

Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (cont.)

DE CANTABRIA

iIT (nudoActual .hijoDerecho = null) {
throw new YaExiste();
}

Nudo<E> nuevo=new Nudo<E>();
nuevo.padre=nudoActual ;
nuevo.contenido=elemento;
nudoActual .hi joDerecho=nuevo;

}

/**
* Si1 el nudo actual es una hoja, la elimina del
* arbol y hace que el nudo actual sea su padre.
* S1 no es una hoja, lanza NoEsHoja
*/
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Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (cont.) M

public E eliminaHoja() throws NoEsHoja, NoValido

{
iIT (nudoActual==null) {

throw new NoValido();

by
IT ((hudoActual .hijolzquierdo!=null) ||
(nudoActual .hijoDerecho!=null))

P

throw new NoEsHoja();

et

E valor = nudoActual .contenido;

// si la hoja es raiz del arbol lo dejamos vacio
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Implementacion en Java del iterador uc
del arbol binario (cont.) Dot

iIT (nudoActual .padre==null) {
arbol .raiz=null;
nudoActual=null;
} else {
Nudo<E> padre=nudoActual .padre;
iIT (padre.hijolzquierdo==nudoActual) {
padre._hijolzquierdo=null;
} else { // es el hijo derecho
padre._hijoDerecho=null;

// cambiamos el nudo actual del iterador
nudoActual = padre;

return valor;

}

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, © Michael Gonzalez Harbour
ESTADISTICA Y COMPUTACION 3/dic/09

84



Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (cont.) oo

/**
* Modifica el contenido del nudo actual
* reemplazandolo por el elementoNuevo. Retorna
* el antiguo contenido del nudo actual
*/
public E modificaElemento (E elementoNuevo)
throws NoValido
{

iIT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

E valor:nudoActua!-contenido;
nudoActual .contenido=elementoNuevo;
return valor;

}
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Implementacion en Java del iterador uc
del arbol binario (cont.) Dot

/**
* Reemplaza la rama del arbol cuya raiz es el
* hijo izquierdo del nudo actual, sustituyéndola
* por nuevaRama. Retorna la rama reemplazada
*/
public ArbolBinario<kE> reemplazaRamalzquierda
(ArbolBinario<E> nuevaRama) throws NoValido
{
iIT (hudoActual==null) {
throw new NoValido();

Nudo<E> hijo = nudoActual.hijolzquierdo;
// preparar la vieja rama
ArbolBInCE<E> viejaRama=new ArbolBinCE<E>();
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Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (cont.) M

1jo!
hijo.padre=null;

et

viejaRama.raiz=hijo;

// enlazar la nueva rama
Nudo<E> nuevoHi jo=

((ArbolBiInCE<E>) nuevaRama).raiz;
iIT (nuevoHijo!= null) {

nuevoHi jo.padre=nudoActual ;

nudoActual .hijolzquierdo= nuevoHijo;
return viejaRama;
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Implementacion en Java del iterador uc
del arbol binario (cont.) Dot

/**

* reemplaza la rama del arbol cuya raiz es el
* hijo derecho del nudo actual, sustituyéndola
* por nuevaRama. Retorna la rama reemplazada
*/

public ArbolBinario<kE> reemplazaRamaDerecha

(ArbolBinario<E> nuevaRama) throws NoValido

{

iIT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

Nudo<E> hijo = nudoActual .hijoDerecho;
// preparar la vieja rama
ArbolBInCE<E> viejaRama=new ArbolBinCE<E>();
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Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (cont.)

DE CANTABRIA

iIT (hijo!'= null) {
hijo.padre=null;
+

viejaRama.raiz=hijo;

// enlazar la nueva rama
Nudo<E> nuevoHi jo=

((ArbolBiInCE<E>) nuevaRama).raiz;
iIT (nuevoHijo!= null) {

nuevoHi jo.padre=nudoActual ;

nudoActual .hi joDerecho= nuevoHijo;
return viejaRama;
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Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (cont.)

DE CANTABRIA

/**

* Retorna el elemento contenido en el nudo
* actual

*/

public E contenido() throws NoValido

iIT (nudoActual==null) {
throw new NovValido();

return nudoActual .contenido;

}
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Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (cont.) M

/**
* Hace que el nudo actual sea la raiz del arbol;
* valdra no valido si el arbol esta vacio

*/
public void 1rARaiz()

nudoActual=arbol _raiz;

}
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Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (CO"T.) UNVERSIDAD

/**
* Pasa al hijo izquierdo del actual; valdra no
* valido si el nudo actual no tiene hijo
* 1zquierdo
*/
public void irAHijolzquierdo() throws NoValido

iIT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

nudoActual=nudoActual .hijolzquierdo;

}
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Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (cont.)

DE CANTABRIA

/**

* Pasa al hijo derecho del actual; valdra no

* valido si el nudo actual no tiene hijo derecho
*/

public void irAHijoDerecho() throws NoValido

IT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

nudoActual=nudoActual .hijoDerecho;

}
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Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (cont.)

DE CANTABRIA

/**

* Pasa al padre del actual; valdra no valido si
* el nudo actual era la raiz

*/

public void irAPadre() throws NoValido

iIT (nudoActual==null) {
throw new NovValido();

nudoActual=nudoActual . padre;

}
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Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (cont.) M

/**

* Retorna un booleano que indica si el nudo
* actual es una hoja o no

*/

public boolean esHoja() throws NoValido

IT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

return (nudoActual.hijolzquierdo==null) &&
(nudoActual .hi1joDerecho==null);
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Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (CO"T.) UNVERSIDAD

/**

* Retorna un booleano que indica si el nudo
* actual es la raiz del arbol

*/

public boolean esRaiz() throws NoValido

iIT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

return nudoActual .padre==null;

}
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Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (cont.) M

/**
* Retorna un booleano que indica si el nudo
* actual tiene hijo i1zquierdo o no
*/
public boolean tieneHijolzquierdo()
throws NoValido

IT (nudoActual==null) {
throw new NoValido();

return nudoActual .hijolzquierdo!=null;

}
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Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (Con'l'.) UNVERSIDAD

/**
* Retorna un booleano que indica si el nudo
* actual tiene hijo i1zquierdo o no
*/
public boolean tieneHijoDerecho() throws NoValido

iIT (nudoActual==null) {
throw new NovValido();

return nudoActual .hijoDerecho!=null;

}
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Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (cont.) oo

/**
* retorna un booleano que indica si el nudo
* actual es valido, o no
*/
public boolean esValido() {
return nudoActual!=null;

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, © Michael Gonzélez Harbour 99

ESTADISTICA Y COMPUTACION 3/dic/09

Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (CO"T.) UNVERSIDAD

/**
* retorna un iterador de arbol que es una copia
* del actual
*/
public IterArbolBin<E> clone() {
IterArbolBinCE<E> copia =
new lterArbolBinCE<E>(this.arbol);
copia.nudoActual=this.nudoActual;
return copia;

}
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Implementacién en Java del iterador [TTq
del arbol binario (cont.) v

public ArbolBinario<kE> clonarArbol() {
ArbolBinCE<E> clon;
IterArbolBin<E> iter= this.clone();
try {
clon = new ArbolBinCE<E>(iter.contenido());
IterArbolBin<E> iterClon = clon.iterador();
iIT (iter.tieneHijolzquierdo()) {
iter_irAHijolzquierdo();
ArbolBinario<E> ramalzquierda =
iter.clonarArbol();
iterClon.reemplazaRamalzquierda
(ramalzquierda);
iter.irAPadre();

1
iIT (iter.tieneHijoDerecho()){
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Implementacion en Java del iterador uc
del arbol binario (cont.) Dot

iter.irAHijoDerecho();

ArbolBinario<kE> ramaDerecha =
iter.clonarArbol();

1terClon.reemplazaRamaDerecha(ramaDerecha) ;

return clon;
}+ catch (Novalido e) {
System.out.printIn("Error inesperado: "+e);
} catch (EsRaiz e) {
System.out.printIn("Error inesperado: "'+e);

return null;

}
}
}
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6.4. Arboles binarios equilibrados y [17e
conjuntos ordenados S

Una de las principales utilidades de los arboles binarios es la
busqueda eficiente y la creacion de conjuntos ordenados

» se puede usar para implementar listas en las que la insercion,
busqueday eliminacion son eficientes en promedio: O(log n)

» el arbol binario se ordena de modo que para cada nudo, todos
sus descendientes izquierdos sean menores que él, y los
derechos mayores

» generalmente evitaremos la duplicidad de elementos

e para mejorar la eficiencia, intentaremos minimizar la
profundidad del arbol, haciéndolo equilibrado

En el capitulo 3 se vieron la insercion y busqueda en arboles
binarios ordenados
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Eliminacion en un arbol binario uc
ordenado ersonD

Se consideren tres casos
a) Si el nudo es una hoja, se puede borrar sin mas

b) Si el nudo tiene un solo

hijo se puede eliminar a a

sustituyéndolo en el

arbol por ese hijo (con \

toda su descendencia) ° @ e e
- en lafigura se borra el

nudo 5 a o @ e
(3
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Eliminacion en un arbol binario ucC
Ordenado (Con'l'.) UNVERSIDAD

c) Para eliminar un nudo

con dos hijos lo a a

reemplazaremos por el
menor elemento de su \
subarbol derecho, que ° @ e e
a su vez eliminaremos |
- este menor elemento a @
eliminado no tiene hijo 9 9
izquierdo, por lo que se
puede borrar con a) o b)
- en lafigura se elimina e °
el nudo 2
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UC

Eficiencia de las operaciones del arbol P

Las operaciones de insercion, busqueda y eliminacion son
O(profundidad)

En promedio, para datos ordenados aleatoriamente, la
profundidad es O(log n)

Sin embargo, para entradas parcialmente ordenadas, el arbol
puede tener mucha profundidad

* puede estar desequilibrado

* en este caso puede interesar utilizar algoritmos que mantengan
el arbol equilibrado
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Técnicas para crear arboles binarios UC
equilibrados

DE CANTABRIA

Arboles AVL
* deben su nombre a sus autores: Adelson-Velskii y Landis
e aseguran una profundidad que siempre es O(log n)

Arboles rojinegros

e« como en el anterior, el peor caso es O(log n)

e presentan la ventaja de que lainsercion y eliminacion requieren
un solo recorrido descendente

Arboles AA

« adaptacion de los arboles rojinegros mas facil de implementar

e cOn un pequeino coste de eficiencia
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Técnicas para crear drboles binarios [TT4
equilibrados (cont.)

DE CANTABRIA

B-Arboles

* mejoran la eficiencia usando un arbol M-ario, en lugar de uno
binario

» se adaptan bien a estructuras de datos almacenadas en disco,
en las que el numero de accesos al disco se intenta minimizar

e su implementacidén es mas compleja
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UC

Arboles AVL

DE CANTABRIA

Son arboles binarios

ordenados con una @ @

condicion adicional de
equilibrio

* las alturas de los hijos e @ 0 @

derecho e izquierdo de

cada nudo sé6lo pueden ° @@ o @@

diferir, alo sumo, en 1

Esta propiedad e e e e

e garantiza que la a
profundidad sea siempre
O(log n) Arbol AVL Arbol no AVL
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UC

Arboles AVL

DE CANTABRIA

No garantizan la profundidad minima

» pero permiten que los algoritmos de insercion y eliminacion
sean eficientes

Las operaciones de insercion y eliminacion se complican con
respecto alos arboles binarios ordenados normales

* ya que puede ser necesario restablecer el equilibrio
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UC

Inser'cién en un él"bOl AVL UNVERSIDAD

Tras unainsercion
» sO0lo se ven afectados los nudos en el camino del punto de
insercion alaraiz

» restableceremos el equilibrio, si es preciso, en el nudo mas
profundo que incumple la condicién AVL
- asitodo el arbol recupera el equilibrio
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UC

Inser'cién en un él"bOl AVL UNIVERSIDAD

Llamaremos X al nudo que

incumple la propiedad AVL ) )
» este nudo tiene alo sumo
dos hijos (H1) o) D (o)
« la diferencia entre las A /N/N /N /\ A
profundidades de los dos
subéarboles es 2 caso 1 caso 4
Se dan 4 casos posibles (X) )
(i (o) (o)
A JANVANRVANRVAN A
caso 2 caso 3
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Operaciones de rotacion: UC
rotacion simple izquierda de X

DE CANTABRIA

Se trata de ajustar la profundidad de dos ramas para hacer el arbol
mas equilibrado, manteniendo la relacion de orden

(H1)
D (X)

Se aplicaal caso 1

Pseudocodigo de la rotacion simple ucC
izquierda de X S

método rotacionSimplelzquierda (Nudo x) retorna Nudo
Nudo hi:z=x.hijolzquierdo;
X.hijolzquierdo:=hi_hijoDerecho;
x.hijolzquierdo.padre=x;
hi_hijoDerecho:=x;
X.padre=hi;
retorna hi;

fmétodo

Luego es preciso reinsertar la rama retornada en el lugar donde
estaba en el arbol
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Operaciones de rotacion: UC
rotacion simple derecha de X

DE CANTABRIA

Es como la anterior, pero elevando la rama derecha

Se aplica al caso 4

Pseudocodigo de la rotacion simple ucC
derecha de X

DE CANTABRIA

método rotacionSimpleDerecha (Nudo x) retorna Nudo
Nudo hd:=x.hijoDerecho;
X.hijoDerecho:=hd.hijolzquierdo;
X.hijoDerecho.padre=x;
hd_.hijolzquierdo:=x;
X .padre=hd;
retorna hd;

fmétodo

Luego es preciso reinsertar la rama retornada en el lugar donde
estaba en el arbol
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Operaciones de rotacion: rotacion ucC
doble derecha-izquierda de X

DE CANTABRIA

Cuando la parte desequilibrada es una rama central, es preciso
realizar dos rotaciones: entre H1y H2 y entre Xy H2H

@A

-«— No importa si el desequilibrio lo provocaB o C

q

Se aplica al caso 2
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Pseudocddigo de la rotacion doble ucC
derecha-izquierda

DE CANTABRIA

método rotacionDobleDl (Nudo x) retorna Nudo
x.hijolzquierdo=
rotacionSimpleDerecha(x.hijolzquierdo);
x.hijolzquierdo.padre=x;
retorna rotacionSimplelzquierda(x);
fmétodo

Luego es preciso reinsertar la rama retornada en el lugar donde
estaba en el arbol
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Operaciones de rotacion: rotacion ucC
doble izquierda-derecha de X

DE CANTABRIA

Cuando la parte desequilibrada es una rama central, es preciso
realizar dos rotaciones: entre H1y H2 y entre Xy H2

~— " No importa si el desequilibrio lo provocaB o C

Pseudocodigo de la rotacion doble ucC
lzqmer'da- er'echa UNIVERSIDAD

método rotacionDoblelD (Nudo x) retorna Nudo
X.hi1joDerecho=
rotacionSimplelzquierda(x.hijoDerecho);
X.hijoderecho.padre=x;
retorna rotacionSimpleDerecha(x);
fmétodo

Luego es preciso reinsertar la rama retornada en el lugar donde
estaba en el arbol
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UC

Insercion en el arbol AVL

DE CANTABRIA

Se utiliza un algoritmo recursivo parainsertar un elemento e en el
arbol t

* si t es una hoja, aadimos e como hijo izquierdo o derecho,
segun el orden definido

* Si no, insertamos recursivamente e en th, que es larama
izquierda o la rama derecha de t, segun el orden definido

* s la altura de th no cambia, hemos terminado

 silaalturade th cambia, se produce un desequilibrio en t,y hay
gue hacer la correspondiente rotacion segun el caso en que
estemos

Este algoritmo realiza un doble recorrido del arbol, hacia abajo
parainsertar, y hacia arriba para comprobar el equilibrio
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UC

Arboles Rojinegros

DE CANTABRIA

Un arbol rojinegro es un arbol binario ordenado que verifica las
siguientes propiedades

e Cada nudo esta coloreado de rojo o negro
e Laraiz es negra
e Si un nudo es rojo, sus hijos deben ser negros

 Todos los caminos desde un nudo cualquiera a una referencia
nula deben tener el mismo namero de nudos negros

Evita el doble recorrido del arbol AVL

Estudiaremos ahora las operaciones de insercién y eliminaciéon
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UC

Ejemplo de arbol rojinegro S
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UC

Insercion en un arbol rojinegro essone

Insertamos un nuevo elemento como una hoja

Para saber donde insertar hacemos un recorrido descendente
como en la insercion no equilibrada

Durante este recorrido, si encontramos un nudo X con dos hijos
rojos
e convertimos X en rojo y sus dos hijos en negro
- el nimero de nudos negros en un camino no varia
- pero tendremos dos nudos rojos consecutivos, si el padre de X es
rojo
 siel padrede Xes rojo, hacemos unarotacién simple o doble del
padre de X, cambiando los colores de forma apropiada

» Este proceso se repite hasta alcanzar una hoja
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UC

Insercion en un arbol rojinegro (cont.) Pt

Pondremos el nuevo nudo rojo
* si le ponemos negro, incumplimos la tltima regla

Por el procedimiento anterior el padre es negro y no hay que hacer
nada mas

* p.e., insertar el numero 45 en el arbol de la figura anterior
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° ° 4 I'd
Ejemplo de insercion en un arbol ucC
[ )

rojinegro (paso 1) e

En el recorrido encontramos el nudo 50 con dos hijos rojos, que
cambiamos a negros, cambiando luego el 50 a rojo
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Ejemplo de insercion en un arbol ucC
rojinegro (paso 2) e

Hacemos unarotacion simplede 60y 70,y reajustamos los colores
pararecuperar las propiedades

Ejemplo de insercion en un arbol ucC
rojinegro (paso 3) s

No es preciso hacer mas cambios de color ni rotaciones, por lo
gue finalizamos insertando el nudo 45, de color rojo
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UC

Eliminacion en drboles rojinegros

DE CANTABRIA

Al igual que en el algoritmo de eliminacion en arboles no
equilibrados

* s0lo borramos nudos que son hojas o solo tienen un hijo

* si tiene dos hijos, se reemplaza su contenido, y se borra otro
nudo que es una hoja o s6lo tiene un hijo

Si el nudo que vamos a borrar es rojo no hay problema

Si el nudo a borrar es negro, la eliminacién harad que se incumpla
la 42 propiedad

e la solucidén es transformar el arbol para asegurarnos de que
siempre borramos un nudo rojo
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Eliminacion en arboles rojinegros
(cont.) UC

DE CANTABRIA

Haremos un recorrido descendente del arbol, comenzando por la
raiz; lamaremos

e X al nudo actual
e Tasu hermano
P asu padre

Intentaremos que X sea siempre rojo, y mantener las propiedades
del arbol a cada paso

e por tanto, al descender, el nuevo P sera siempre rojo, y el nuevo
Xy el nuevo T seran negros
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UC

Nudos "centinela" nersno

Para reducir los casos especiales que complicarian el algoritmo,
supondremos que existen unos nudos extra o "centinelas"”, en
lugar de los punteros nulos que haya en el arbol

e Uno esta por encima de laraiz

e siaun nudo le falta un hijo, supondremos un nudo centinela en
su lugar

* si un nudo es una hoja, tendra dos centinelas en lugar de sus
hijos

Supondremos los centinelas negros inicialmente

El algoritmo comienza haciendo que X sea el centinela por encima
de laraiz, y coloreandolo de rojo
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Eliminacion en arboles rojinegros
(cont.) UC

Existen dos casos principales, ademas de sus variantes
simétricas
e caso a: X tiene dos hijos negros

- subcaso al: T tiene dos hijos negros

- subcaso a2: T tiene un hijo exterior rojo

- subcaso a3: T tiene un hijo interior rojo
- subcaso a4: T tiene dos hijos rojos: lo resolvemos como a2

e caso b: alguno de los hijos de X es rojo

Nota

* un hijo es exterior si es un hijo derecho de un hijo derecho o un
hijo izquierdo de un hijo izquierdo

e es interior en los otros dos casos
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Eliminacion en arboles rojinegros: ucC
SUbCGSO 01 DE CANTABRIA

Hacemos un cambio de color

fg? o @’g@? e
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Eliminacion en arboles rojinegros: ucC
subcasos a2 y a4

DE CANTABRIA

Hacemos una rotacion simple entre Py T, y los cambios de color
gue se indican

i
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Eliminacion en arboles rojinegros: ucC
SUbCGSO 03 DE CANTABRIA

Hacemos una rotacién doble entre Ty Ry luego entre Py R, y los
cambios de color que se indican
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I ° ° T 4 V' 4 I o0 o
Eliminacion en arboles rojinegros: ucC

C aso b UNIVERSIDAD
DE CANTABRIA

Descendemos al siguiente nivel del arbol obteniendo nuevo X, T, P

 Si el siguiente nudo en el descenso del arbol es rojo,
continuamos por él sin necesidad de mas cambios

e En caso contrario estamos en esta situacion

nuevo
— X
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Eliminacion en arboles rojinegros: ucC
caso b (cont.) nscegee

Hacemos unarotacion entre Ty P

Q<\@ - X : G

Y ahora repetimos el algoritmo para tratar de hacer X rojo
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I ° ° T 4 V' 4 I o0 o
Eliminacion en arboles rojinegros: ucC

caso b (cont.) oo

El algoritmo siempre finaliza, ya que esta garantizado que al llegar
al nudo a eliminar habremos alcanzado uno de estos dos casos

» Xes unahoja, que seconsideraquetiene dos hijos negros (caso
a)
» X tiene un solo hijo
- sies negro, su "hermano" es un nudo centinela negro, y se aplica

el caso a
- siesrojo, eliminamos Xy coloreamos ese hijo de negro
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UC

En las estructuras de datos basadas en memoria secundaria la
notacidén O(n) es insuficiente para estudiar el tiempo de ejecucion

 Una operacion de E/S en disco tarda varios milisegundos en
promedio

» equivale a millones de instrucciones de un procesador

Es preciso encontrar estructuras de datos que minimicen el
numero de accesos a disco

* Un arbol binario con 2 millones de registros necesitaria 23
accesos a disco si el caso promedio es log N

* Por cada acceso que eliminemos ganaremos mucho tiempo

- incluso aunque compliguemos el codigo y ejecutemos cientos o
miles de instrucciones mas

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, © Michael Gonzalez Harbour 139
ESTADISTICA Y COMPUTACION 3/dic/09

UC

Arboles M-arios nnensione

Cada nudo puede tener hasta M hijos

Ello reduce la profundidad en el caso equilibrado a logyN

» Por ejemplo, si M=200, el nUmero de operaciones para N=2
millones de registros es 109,792000000=In 2000000 / In 200 = 3

Podemos usar técnicas de ordenacion y equilibrado similares alas
de los arboles binarios

e una forma eficiente son los B-arboles
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UC

B-arboles de orden M

DE CANTABRIA

Hay diversas variantes. Por ejemplo los B™-arboles

Son arboles M-arios que verifican:
1. Los datos se almacenan en hojas

2. Los nudos internos tienen M-1 claves para guiar la busqueda
- laclaveies lamenor clave del subarbol i+1

3. Laraiz es una hoja o tiene entre 2 y M hijos

4. Todos los nudos internos, excepto la raiz, tienen entre [ M/2]y
M hijos

5. Todas las hojas se encuentran ala misma profundidad y tienen
entre [L/2]y L valores

Las reglas 3y 5 se relajan durante las primeras L inserciones
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Ejemplo de B-arbol de orden 5, ucC

Con L - 5 UNIVERSIDAD
DE CANTABRIA
411,166 | |87
/ Y A /
8 1812635 48 |,|51 (/54 72,178,183 92,97
/ / Y Y Y Y A / / / Y / Y Y Y A
2 8 | 118|126 |(35| |41| /48| |51 | |54 66||72||78 |83 87192 |97
4 (1110|2028 ||36| (42|49 ||52| |56 68||73||79]||84 89|93 |98
6 12|22 | |30 |37 441150 | | 53| |58 69||74||81]| |85 90| (95| |99
14|24 |31 ||38 46 59 70| |76
16 32|39
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B:ér'boles de orden M uc
Calculo de L y M

DE CANTABRIA

El valor de L se elige en funcién del tamafo de cada bloque de
disco y del tamafio de los datos

« Por ejemplo, L=[B/R]|

- B=tamairo del bloque
- R=tamafo del registro

e Para B=8192 y R=256, L=32

El valor de M se elige en funcion del tamafo de cada bloque de
disco y del tamafio de las claves, C. Cada bloque debe guardar
M-1 claves y M cursores o numeros de bloque

« Por ejemplo, M= B/(C*(M-1)+M*4) |, suponiendo que un nimero
de bloque ocupa 4 bytes

e Para B=8192 y C=32, M=228
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UC

Ll
e m o UNIVERSIDAD
DE CANTABRIA

Suponemos N=2000000, B=8192 y R=256, C=32
o =32
s M=228

El nUmero de hojas es 62500
e La profundidad maximaes 4

Los dos niveles superiores se pueden guardar en memoria

principal

» Asi, la profundidad maxima de los nudos en memoria
secundaria es 2
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Operaciones en B-arboles: ucC
Busqueda aEme

Hacemos una busqueda descendiente

* si el nudo es interno
- comparando la clave con las almacenadas en el nudo sabemos a
qué hijo descender
* si el nudo es una hoja
- buscamos por las claves de los registros, que estan ordenadas
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Operaciones en B-arboles: UC
Inse rcion DE CANTABRIA

Se comienza por una busqueda de la hoja

Si el nuevo dato cabe en la hoja, se mete en ella, en el orden
adecuado
- unaescrituraen disco

Si la hoja esta llena, se crean dos hojas, metiendo la mitad de los
datos en cada una
- dos escrituras para las hojas, y una mas para actualizar el padre
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Operaciones en B-drboles: ucC
Insercion (cont.)

DE CANTABRIA

Si el padre estuviese lleno, se divide también, y asi sucesivamente
- dos escrituras adicionales por cada division

También es posible dar hijos en adopcion aun hermano que tenga
sitio para él
- esto ahorra espacio

Si se divide laraiz, se genera una nueva raiz con los dos nudos
como hijos
- esto aumenta la profundidad del arbol
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Operaciones en B-arboles: uC
Eliminacion

DE CANTABRIA

Buscamos el dato y lo eliminamos de su hoja

Si la hoja se queda con menos datos que los permitidos
 podemos adoptar un hijo de un hermano, si tiene suficientes
* Si no, podemos combinar la hoja con la hermana

 si al hacer esto el padre se queda con pocos hijos, reiteramos el
mismo procedimiento

 si laraiz se queda con un solo hijo, la borramos, y ese hijo se
convierte en la nueva raiz
- esto disminuye la profundidad del arbol
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UC

6.6. Colas de prioridad S

La colade prioridad se vio en el capitulo 3,y es una estructura de
datos para guardar datos comparables, en la que se optimizan

e insercion
e eliminacion del elemento minimo

En este apartado veremos una implementacion llamada el
monticulo binario

* tiene tiempos de peor caso O(log n)
» se implementa sobre un array
e es mas simple que un arbol equilibrado
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UC

El arbol binario completo M

Un arbol binario completo
esta completamente lleno,
excepto el nivel inferior que
serellena de izquierda a
derecha

» su profundidad es
O(log n)

* NO necesita referencias a
los hijos izquierdo y
derecho

- podemos almacenar su
recorrido por niveles, en
un array

- y el numero de nudos

10 num
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UC

El arbol binario completo (cont.) by

Es esta estructura, para el elemento 1i:
* El hijo izquierdo esta en 2*1

* El hijo derecho en 2*i1+1
- sielvalor sobrepasael numero de nudos (num), ello indica que ese
hijo no existe

 El padreestaen i1 div 2

En la posicién O situaremos un nudo "centinela"
e un padre falso paralaraiz
o facilita la implementacion
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UC

El monticulo binario oo

Un monticulo binario es un
arbol binario completo
ordenado

» el contenido del padre
siempre es menor que el
de sus hijos

* el menor elemento
siempre es laraiz

- buscar el minimo es
siempre O(1)

num

1312116 24|31|19|68 |65 |26 32
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UC

Insercion en monticulos binarios

DE CANTABRIA

Al ainadir un nudo al arbol debemos hacerlo en el siguiente hueco
disponible

En caso de que el elemento no quedase bien ordenado, debemos
desplazar el hueco
* lo hacemos intercambiandolo con el padre del hueco

e repetimos este paso sucesivas veces hasta alcanzar la relacion
de orden

» a este proceso lo [lamamos reflotamiento
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UC

Ejemplo de insercion (paso 1)

DE CANTABRIA

Queremos meter el elemento 14; reflotamos el hueco
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UC

Ejemplo de insercion (pasos 2 y 3)

DE CANTABRIA

Queremos meter el elemento 14; reflotamos el hueco

®
@ @ @® ® @ @® ®
® ® @ @ @@

En promedio se requieren s6lo 2.6 comparaciones para insertar
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UC

Eliminacion en monticulos binarios

DE CANTABRIA

Queremos eliminar el elemento minimo, es decir, laraiz
- alliqueda un hueco

Hay que recolocar el elemento X que ocupa la altima posicion

Hay que trasladar el hueco hasta una posicion adecuada para X

» elegimos el hijo mas pequeiio del hueco y lo movemos hacia
arriba

* repetimos este proceso hastaencontrar una posicion apropiada
para X

» [lamamos a este proceso hundimiento
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UC

Ejemplo de eliminacion (paso 1) S

Queremos eliminar laraiz, y recolocar X=31

@@

157

© Michael Gonzélez Harbour
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UC

Ejemplo de eliminacion (pasos 2 y 3) putts

Hundimos el hueco

® @ @
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Ejemplo de eliminacion (pasos 4 y 5) putts

DE CANTABRIA

Seguimos hundiendo el hueco y colocamos X

@ T

Esta operacion es O(log n) en el peor caso y en promedio
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Implementacion Java de los monticulos [TTq
binarios

DE CANTABRIA

A continuacion se muestra unaimplementacion Java minimade la
cola de prioridad usando los monticulos binarios

Implementa las operaciones

* insertar

eliminar el menor elemento

mirar el primer elemento, sin borrarlo
saber si esta vacia

hacer nula
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Implementacién Java de los monticulos [TTq
binarios (cont.) nsrsse

public class MonticuloBinario
<E extends Comparable<E>>

// atributos de la clase
private Object|[] tabla;
private int num;

/**
* Constructor al que se le pasa el tamano
* y un valor menor que todos los demas*/
public MonticuloBinario(int tamano, E menosinfin) {
tabla = new Object|tamano];
tablaJO]=menosiInfin;
num=0;

}
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Implementacién Java de los monticulos [TTq
binarios (cont.) o

/**
* Inserta un nuevo elemento en el monticulo
*/
public void inserta(E elem) throws NoCabe {
// comprobar si cabe
iIT (hum==tabla.length-1) {
throw new NoCabe();
// otra alternativa seria recrear la tabla
// haciéndola mas grande

}

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, © Michael Gonzalez Harbour 162
ESTADISTICA Y COMPUTACION 3/dic/09



Implementacién Java de los monticulos [TTq
binarios (cont.) nsrsse

// insertar el elemento nuevo

num++;

Int hueco=num;

// reflotar comparando con el padre

while(elem.compareTo((E)tabla[hueco/2])<0) {
tablaJhueco]=tablahueco/2];
hueco=hueco/2;

tablaJhueco]=elem;
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Implementacién Java de los monticulos [TTq
binarios (cont.) o

/**
* Elimina el elemento menor, y lo retorna
*/
public E elimina() throws NoHay {
E borrado=primero();
E x=(E) tabla|num];
num--;
int hueco=1;

// hundir el hueco

boolean acabar=false;

while (! acabar && hueco*2<=num) {
int hijo=hueco*2;
// buscar el hijo menor
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Implementacién Java de los monticulos [TTq
binarios (cont.) nsrsse

iIf (hijo!'=num && ((E)tablaf[hijo+1]).
q compareTo((E)tabla[hijo])<0)

hijo++;

1T (((BE)tabla[hijo]).compareTo(x)<0) {
tablaJhueco]=tabla[hijo];
hueco=hi1jo;

} else {
acabar=true;

}

tablaJhueco]=x;
return borrado;

(U

}
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Implementacién Java de los monticulos [TTq
binarios (cont.) o

/**
* Retorna el elemento minimo sin borrarlo
*/
public E primero() throws NoHay {
iIT (estavacio()) {
throw new NoHay();
} else {
return (E) tabla|1l];
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Implementacién Java de los monticulos [TTq
binarios (cont.)

DE CANTABRIA

/**
* Indica si el monticulo esta vacio
*/
public boolean estaVacio() {
return num==0;
s

/**
* Vacia el monticulo
*/
public void hazNulo() {
num=0;
¥

}
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UC

6.7. Grafos nnensione

Un grafo es una estructura de datos que almacena datos de dos
tipos:
e vértices o nudos, con un valor almacenado

e aristas o arcos: cada una conecta aun vértice con otro, y puede
tener un valor almacenado
- una arista es un par de vértices (v,w)

- si el par estaordenado, se dice que el grafo es dirigido o que es un
digrafo
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Elementos de la implementacion de un [T
grafo vEronD

DE CANTABRIA

Necesitamos transformar los contenidos de los vértices a
identificadores de vértice

» deben ser consecutivos, para poder guardar los vértices en un
array

Necesitamos también transformar el identificador a contenido de
vértice

Esta estructura se llama tabla de simbolos

e paracadanuevo valor del vértice, hallaun nimero entero aiin no
utilizado
- el ultimo nimero usado se guarda en una variable
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Elementos de la implementacion de un [Tg
grafo veronD

DE CANTABRIA

Latransformacion de vértice a identificador se guarda en un mapa
gue relaciona vértices con numeros enteros

e asi latransformacién es O(1) en promedio

La transformacion identificador a vértice se guarda en un vector
(ArrayList)

e asi latransformacién es O(1)
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Elementos de la implementacion de un [T
grafo (cont)

DE CANTABRIA

Los vértices del grafo se guardan en una tabla

e el indice es el identificador de vértice obtenido de la tabla de
simbolos

 |a tabla se puede hacer de tamafo variable, con un vector
(ArrayList)

En cada vértice hay que guardar la lista de adyacencia:

» una lista de aristas

» puede ser secuencial (LinkedList, lista enlazada simple, o un
vector (ArrayList)

Por tanto necesitamos un vector de listas
 y ademas el numero de aristas
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Elementos de la implementacion de un [Tg
grafo (cont)

DE CANTABRIA

Tabla de simbolos

mapa lista

o| vertice D 0| vertice D
1| verticeB | 3 numVvalores 1| verticeC
2| e 2 vertice A
3] * 3 vertice B
4] o

5| verticeC| 1

6l

7|

8| verticeA| 2

9 o
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Elementos de la implementacion de un [T
grafo (cont)

DE CANTABRIA

Vector de vértices, con listas de aristas

0 » 0323 0of1]10
V] — 1] 2|19
2L 23 22 20 |87
3 °
VA8
VG55 VD
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Implementacion de grafos: UC
la clase Arista

DE CANTABRIA

package adts;

public class Arista<A>

{
private iInt origen, destino;
private A contenido;

public Arista (int origen, Int destino, A contenido)
{

this.origen=origen;

this.destino=destino;

this.contenido=contenido;

}
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Implementacion de grafos:
la clase Arista (cont.) UC

DE CANTABRIA

public int destino() {
return destino;

}

public int origen() {
return origen;

}

public A contenido() {
return contenido;

}
¥
Implementacion de grafos: UC
tabla de simbolos

DE CANTABRIA

package adts;
import java.util.™*;
/**
* Clase que almacena una tabla de i1dentificadores
* enteros para valores de la clase E
*
/
public class Tablalds<E> {
// mapa que relaciona objetos de la clase E
// con i1dentificadores enteros
private Map<E, Integer> mapa=
new HashMap<E, Integer>();
// Lista posicional que relaciona
// i1dentificadores con valores
private ArrayList<E> lista=new ArrayList<E>();
private int numValores=0;
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Implementacion de grafos:
tabla de simbolos (cont.) uc

DE CANTABRIA

/** Retorna el i1dentificador asociado a un valor;
* si1 no esta en la tabla 1o anade */
public Int createOrGetld(E valor) {
Integer i1d=mapa.get(valor);
iIT (id==null) {
// anadir el valor a la tabla
int 1dent=numValores;
numValores++;
mapa.put(valor,new Integer(ident));
lista.add(valor);
return ident;
} else {
return id.intvValue();

}
¥
Implementacion de grafos: UC
tabla de simbolos (cont.) S

public int getld(E valor) throws NoExiste {
Integer i1d=mapa.get(valor);
it (id '= null) {
return id;

} else {
throw new NoExiste();
s

}

/**
* Retorna el numero de valores almacenados
*/
public int numValores() {
return numValores;

}
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Implementacion de grafos:
tabla de simbolos (cont.) uc

DE CANTABRIA

/**
* Obtiene el valor a partir del identificador;
* retorna IdIncorrecto si no existe
*
/
public E valor(int i1d) throws IldIncorrecto{
try {
return lista.get(id);
} catch (IndexOutOfBoundsException e) {
throw new Idlncorrecto();
+

}
}
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Implementacién del grafo mediante  [TTq
lista de adyacencia

DE CANTABRIA

package adts;
import java.util.™;
/**
* Clase que implementa un grafo realizado con
* listas de adyacencia
*/
public class GrafoAdyacencia<V,bA>
implements Grafo<V,A>
{

// objeto que almacena la tabla de i1dentificadores
private Tablalds<V> tabla;

// lista que almacena las listas de adyacencia
private ArrayList<List<Arista<A>>> vertices;

// numero de aristas

private int numAristas;
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Implementacién del grafo mediante  [Tq
lista de adyacencia ?con'r.)

DE CANTABRIA

/**
* Constructor, que crea el grafo vacio
*/
public GrafoAdyacencia() {
tabla=new Tablalds<V>();
vertices = new ArrayList<List<Arista<A>>>();
numAristas=0;

}

/**

* Insertar una nueva arista con peso a partir de
* las descripciones de sus vertices. Si los

* vertices son nuevos, los anade al grafo

*/
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Implementacién del grafo mediante  [Tq
lista de adyacencia ?con'r.)

DE CANTABRIA

public Arista<A> nuevaArista
(E verticel, E vertice2, A contenidoArista)

int 1dOrigen=tabla.createOrGetld(verticel);
int i1dDestino=tabla.createOrGetld(vertice2);

// anadir los vértices necesarios
int 1dMax=Math.max(idOrigen, i1dDestino);
iIT (idMax>=vertices.size()) {
for (int I=vertices.size(); i<=idMax; i++) {
vertices.add(new ArrayList<Arista<A>>());
}
+
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Implementacién del grafo mediante  [Tq
lista de adyacencia ?cont.)

DE CANTABRIA

// anadir la arista a la lista de adyacencia
Arista<A> a= new Arista<A>

(1dOrigen, idDestino, contenidoArista);
List<Arista<A>> ady;
ady=vertices.get(i1dOrigen);
ady.add(a);
numAristas++;
return a;
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Implementacién del grafo mediante  [Tq
lista de adyacencia ?cont.)

DE CANTABRIA

/**
* Retorna el i1dentificador del vertice indicado.
* Lanza NoExiste si el vertice no pertenece al grafo
*/
public int i1dVertice(V vertice) throws NoExiste {
return tabla.getld(vertice);
+

/**
* Retorna el numero de vertices
*/
public int numVertices() {
return vertices.size();
s
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Implementacién del grafo mediante  [Tq
lista de adyacencia ?con'r.)

DE CANTABRIA

/**
* Retorna el contenido del vertice cuyo
* 1dentificador se indica. Lanza ldIncorrecto si
* ese i1dentificador no pertenece al grafo */
public V contenido(int i1dVertice)
throws IdIncorrecto

{

}

/**
* Retorna el numero de aristas */
public Int numAristas() {
return numAristas;
s

return tabla.valor(idVertice);
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Implementacién del grafo mediante  [Tq
lista de adyacencia ?con'r.)

DE CANTABRIA

/**
* Retorna la lista de aristas del vertice de
* pdentificador i1dVertice. Lanza IdIncorrecto si
* ese i1dentificador no pertenece al grafo
*/
public List<Arista<A>> listaAristas(int i1dVertice)
throws ldIncorrecto
{

try {
return vertices.get(idVertice);

} catch (IndexOutOfBoundsException e) {
throw new Idlncorrecto();

¥
}
}
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